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On c o n s i d è r e  l a  f o n c t i o n  de l a  v a r i a b l e  rée l le  x e t  d e p e n d a n t  

du p a r a m è t r e  r 6 e l  t t e l  q u e  1 t 1 41 : 

f t ( x )  = (1 -2x t  + x 2 ) -1 
00 

L o r s q u e  f ( x )  e s t  développable e n  s é r i e  e n t i s r e  x n P n ( t )  p a r  t n=O 
rapport  à x ,  o n  se p r o p o s e  d ' g t u d i e r  les  c o e f f i c i e n t s  P n ( t ) .  

- 1 -  

1.1 Poser t=cos 8 avec 0,<0<11, mettre e n  é v i d e n c e  les r a c i n e s  d e  
l ' é q u a t i o n  1-2xcos  8 + x 2  = O où x es t  l ' i n c o n n u e ,  e n  d é d u i r e  
i ' c x p r e s s i o n  Qn(e) de P (t) e n  f o n c t i o n  d e  8 a i n s i  q u e  l e  r a y o n  

o o n  
de c o n v e r g e n c e  de  E n  n=Ox Pn (t) . 

Do 

1.2 R e t r o u v e r  Qn(e)  e t  l e  r a y o n  d e  c o n v e r g e n c e  de  

6.n é t u d i a n t  l a  c o n v e r g e n c e  e t  l a  somme d e s  sér ies  
00 ou 

x x n c o s  n e e t  n=l  x n s i n  n 0. n=O 

1 . 3  M o n t r e r  q u e  IPn(t) ( & n + l  : d é t e r m i n e r  P n ( l )  e t  P n ( - l )  e n  j u s t i -  
f i a n t  l e  c a l c u l  ; m o n t r e r  q u e  P n ( t )  s ' a n n u l e  p o u r  n v a l e u r s  d i s t i n c t e s  
de t comprises e n t r e  -1 e t  +1 e x c l u s ,  e t  q u e  les  v a l e u r s  de t q u i  
a n n u l e n t  P ( t )  s é p a r e n t  cel les  q u i  a n n u l e n t  P (t). 

n-1  n 

1 . 4  Démontrer  q u e  P ( t )  e s t  un  polynome d o n t  on  p r é c i s e r a  l e  d e g r é ,  n 
l a  p a r i t é  a i n s i  q u e  l e  c o e f f i c i e n t  de s o n  terme d e  p l u s  h a u t  d e g r é .  

(on  n e  demande p a s  a ce s t a d e  de d é t e r m i n e r  t o u s  l e s  c o e f f i c i e n t s  

de P n ( t )  1 .  

T. S.V. P .  
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Etablir une relation entre P (t), Pn(t) et F,-l(t) en n+ 1 1.5  

:i<~~~~rrninant de deux manieres le développement en ,Prie entisre par 
r;lrr?ort: a x de la fonction .- 

I 

retrouver cette relation en @tudiant l'expression 

sin(n+2) 8 + sin n 0 .  

- II - 
11.1 Etudiant Pn(t) sin 8 ,  Qtabiir que Pn(t) est solution 

particulisre pour 1 t 1 <1 de 1'Qquation différentielle 
2 En(t) : (1-t ) y"- 3ty' = -n(n+2)y 

11.2 Déduire de En(t) une gquation diffgrentielle En(8) lineaire, 
du second ordre, dont les coefficients dépendent de 0 et qui admet 
Qn (€3) comme solution particulisre pour 0<9 < II. 

z etant une fonction inconnue solution gQn6rale de E ( e )  on n 11.3 

pose h = z sin 0 : établir une équation différentielle Hn(0) linéaire, 
du second ordre, dont les coefficients sont constants et qui admet 
h comme solution générale pour O <8 <II. 

11.4 Déterminer les fonctions inconnues h et les fonctions inconnues 
z solutions genérales pour 0<8<II respectivement de Hn(0) et de 
E n ( 0 )  

de En(t) pour 1 t 1 <1 : reconnaître respectivement Qn(8) et Pn(t) 
parmi ces fonctions z et ces fonctions y. 

: déterminer ensuite les fonctions inconnues y solutionsg6nQrales 

11.5 Deterniner directement a partirze En(t), et donc s a n s  tenir 
compte de 11.4, les séries entières 
solution de cette équation et étudier la convergence de ces  séries. 

a tn dont la somie est n=O n 

Montrer que l'ensemble de ces series constituent un espace 
vectoriel sur le corps des réels dont on déterminera la dimension ; 
montrer que dans cet ensemble figurent des polynomes Sn(t) dont on 
explicitera les coefficients : en déduire les  coefficients de 
PZk(t) et de P2k-l(t) 
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- III - 
P o u r  n = m et n f m, calculer l'intégrale 

n,m 1 - I /" Pn(t) Pm(t)dt. 
-1 

et y, étant respectivement solutions, guelconques, des y** III. L 
6qud t . i ons  diff6renticlles E (t) et E (t), determiner une primitive 
de 1.a fonction 

n m 

III. 3 Pour n # m, 6tablir la convergence et determiner la valeur 
de l'integrale 

t 1  

et retrouver le rBsultat correspondant de 111.1 

- IV - 
IV. 1 Former l'equation différentielle du premier ordre dont la 

solution generale, pour 1 t 1 <1, est la fonction 
2 n+- 1 

Un(t) = c (1-t ) 2 

C étant une constante reelle arbitraire. 

IV. 2 Dériver (n+l) fois l'equation differentielle trouvee au IV.1 
et en déduire une equation différentielle lin#aire, du second ordre 
et dont les coefficients dependent de t, qui admet comme solution 
particulière, pour 1 t 1<1, la fonction 

1 2 n+- (1-t 1 2 
dn 
dtn Vn(t) = - 

IV.3 

IV. 4 

En déduire qu'alors la fonction 
1 -- 

WJt) = (1-t * ) Vn(t) 

est, pour 1 t 1 <1, solution particulisre de 1'6quation En(t) : 
s'appuyant simplement sur la nature des fonctions solutions de cette 
équation mise en évidence en 11.4, montrer qu'il existe une constante 
C, telle que : 1 

1 n+- 1 n+- 1 
2 "+z = (1-t) 2(1+t) 

Remarquant que : 
(1-t ) 

determiner C. 


