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On considére la fonction de la variable réelle x et dépendant

(3

1

£, (x) (1-2xt + x2)~

oo
Lorsque ft(x) est développable en série entiére E;gann(t),_EQE

rapport & x, on se propose d'étudier les coefficients Pn(t).

I.3

- I -

Poser t=cos 8 avec 0L£6KN, mettre en évidence les racines de

1'équation 1-2xcos & + x2 = 0 ou x est l'inconnue, en déduire

i'expression Qn(e) de Pn(t) en fonction de 8 ainsi que le rayon
(> o

de convergence de & x"P_(t).
n=0 n

o

Retrouver Qn(e) et le rayon de convergence de n=0ann(t)

en étudiant la convergence et la somme des séries

Qo OO
Z;lxncos n 6 et z;xnsin n 9.
n=0 n=1

Montrer que an(t)|<;n+l ; déterminer Pn(l) et Pn(vl) en justi-
fiant le calcul ; montrer que Pn(t) s'annule pour n valeurs distinctes
de t comprises entre -1 et +1 exclus, et que les valeurs de t qui

annulent Pn_l(t) séparent celles qui annulent Pn(t).

Démontrer que Pn(t) est un polynome dont on précisera le degrég,
la parité ainsi que le coefficient de son terme de plus haut degré.
(on ne demande pas 3 ce stade de déterminer tous les coefficients
de Pn(t) ).

T.S.V.P.
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[.5 Etablir une relati
on entre Pn+l(t), Pn(t) et Fn_l(t) en
‘iaterminant de deux maniéres le développement en -~érie entiére par

rapport 4 x de la fonction

2 d
1-2xt =
( Xt + x7) dx ft (x) )

retrouver cette relation en &tudiant l'expression

sin(n+2) © + sin n 8.

- II -

II.1 Etudiant P (t) sin ©, &tablir que P (t) est solution
particuliére pour Itl <1 de 1l'équation différentlelle

En(t) : (l-t ) y"- 3ty' = -n(n+2)y

II1.2 Déduire de En(t) une équation différentielle En(e) linéaire,
du second ordre, dont les coefficients dépendent de 6 et gui admet
Qn(e) comme solution particuliére pour 0O <KI.

II.3 z étant une fonction inconnue solution gé&nérale de En(e) on
pose h = z sin 8 ; établir une équation différentielle Hn(e) linéaire,
du second ordre, dont les coefficients sont constants et qui admet
h comme solution générale pour 0 <8 <I.

I1.4 Déterminer les fonctions inconnues h et les fonctions inconnues
z solutions générales pour 0 <8 <] respectivement de Hn(e) et de
En(e) ; déterminer ensuite les fonctions inconnues y solutionsgénérales
de En(t) pour |t|'<l ; reconnaitre respectivement Qn(e) et Pn(t)

parmi ces fonctions z et ces fonctions y.

II.5 Déterminer directement a partiroge En(t), et donc sans tenir
compte de II.4, les séries entiéres %;b antn dont la somme est

solution de cette équation et étudier la convergence de ces séries.

Montrer que l'ensemble de ces séries constituent un espace
vectoriel sur le corps des réels dont on déterminera la dimension ;
montrer que dans cet ensemble figurent des polynomes Sn(t) dont on
explicitera les coefficients ; en déduire les coefficients de

Poy (E) et de pzx«l(t)
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- III -

D IR Pour n = m et n ¥ m, calculer l'intégrale
+1

\/ 2
' 1-t Pn(t) Pm(t)dt.

et Y étant respectivement solutions, quelconques, des

I =
n,m

III.¢ Yn
équations différentielles En(t) et Em(t), déterminer une primitive

de la fonction

1
[fn(n+2) + m(m+2)] ynym(l-tz) 2

II1.3 Pour n # m, établir la convergence et déterminer la valeur
de l'intégrale
+1

I = 1-t2

n,m yn(t) ym(t) dat,

et retrouver le résultat correspondant de III.1l

- IV - ,
Iv.1 Former l'équation différentielle du premier ordre dont la
solution générale, pour Itl <1, est la fonction
1

u_(t) = ¢ (1-t2)0+3

C &tant une constante réelle arbitraire.

Iv.2 Dériver (n+l) fois l'é&quation différentielle trouvée au IV.l
et en déduire une &quation différentielle linéaire, du second ordre
et dont les coefficients dépendent de t, qui admet comme solution
particuliére, pour ‘tl'<l, la fonction

n 1

_4a _ 2 nts
Iv.3 En déduire qu'alors la fonction
1
.2, 2
Wn(t) = (1-t7) Vn(t)

est, pour 't "(l, solution particuliére de 1l'é&quation En(t) :
s'appuyant simplement sur la nature des fonctions solutions de cette
dquation mise en évidence en II.4, montrer qu'il existe une constante
C, telle que : 1
_ o2y 2

P (t) = C(1-t") v (t)

i 1 1 1
Iv.4 Remarquant que : 2 n+§ n+s n+5

(1-t7) =(1-t) (1+t)

déterminer C.




